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La clase siguiente está de tinada a la lectura y análi~is de los axioma q Uf' 
caracterizan a las transformaciones rígida . La experiencia lograda con 1~ 
i ometrías constituye un buen material que permite coHtextualizar de algun<t 
manera lo enunciado por los axiomas . aún cuaHdo queda bajo la rPspon abilidad 
del profesor -tal como ya lo expresamos- lo sP.ncial de e e objeto de estudio. 
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Longitud de un arco de Cicloide 
Graciela S. Guala, Edgardo N. Güichal, 
La cicloide es la curva plana descripta por un punto fijo de una circun-
ferencia, que se desplaza sin resbalar sobre una recta tangente a ella. Puede 
describirse como una sucesión de arcos con sus extremos sobre la recta ( Fig. 1). 
En esta nota queremos usar esta definición , en términos de movimiento de 
un punto, para calcular la longitud de uno de esos arcos. Este valor es, por 
supuesto, ya conocido, pero queremos mostrar aquí cómo puede ser obtenido 
usando algunas ideas sencillas , muchas de las cuales están ya al alcance de lo 
alumnos de las escuelas secundarias. Otras podrán servir para motivar algunos 
temas introductorios al cálculo diferencial. 
Fig. 1 
Para ello, tal como se hizo en la Figura 1, convendremos en dibujar la recta 
R en posición horizontal, la circunferencia e de radio T' tangente a ella y sobre 
el semiplano superior y supondremos que el movimiento descripto al definir la 
cicloide se efectúa hacia la derecha. 
Si analizamos el movimiento del punto P, que inicialmente era el punto de 
tangencia, éste describirá un arco de la cicloide cuando la circunferencia haya 
realizado una rotación completa alrededor de su centro, es decir, una rotación 
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en un ángulo de medida 2rr, de modo que al finalizar, ocupa nuevamente una 
posición tal que la recta es tangente a la circunferencia en ese punto. 
Vemos entonces que el gráfico de la trayectoria de P surge como super-
posición de dos movimiento : uno que corresponde a la rotación de la cir-
cunferencia alrededor de su centro, con velocidad angular uniforme, otro de 
desplazamiento hacia la derecha con velociad uniforme. 
Si convenimos en tomar una velocidad angular igual a 1, entonce el punto 
P describe, en un intervalo de tiempo t y considerando solamente el movimiento 
de rotación, un arco de la circunferencia C. Dicho arco, al que corresponde un 
ángulo central a = t, tiene una longitud 1 = r.a, o lo que es lo mi mo 1 = r.t 
(Fig. 2a). 
En el mismo intervalo de tiempo, el segundo movimiento (desplazamiento 
rectilíneo uniforme), hace recorrer al punto P una distancia d = k.t, donde 
k representa la velocidad (constante) de ese movimiento. Debemo observar 
que, aunque hemos llamado aquí al escalar k la '·velocidad', por tratarse de un 
movimiento rectilíneo uniforme, en realidad k es el módulo del vector velocidad 
correspondiente. (ver Fig. 2b ). 
Ya no podemos elegir arbitrariamente el valor de k, pues el hecho de haber 
pedido que el movimiento sea tal que C no "resbale al desplazarse sobre R, 
nos obliga a observar que la longitud del arco recorrido sobre la circunferencia 
y la distancia horizontal d recorrida por P en el tiempo t, coinciden, es decir 
que k.t = r.t y en consecuencia para que se cumpla esta condición, debe ser 
k= r. 
En las Figuras 2a y 2b están representadas las trayectorias que recorrería el 
punto P bajo cada uno de los movimientos indicados en forma independiente. 
ih y v2 representan los vectores velocidad en cada caso y se oh erva que: 
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Fig. 2a Fig. 2b 
Por la forma en que se ha definido a, el sentido creciente (positivo) del ángulo 
e tará dado cuando el radio gire en sentido horario. Con esta convención, no 
es difícil verificar que el ángulo entre v1 y v2 es siempre 1r - a si se considera 
el menor ángulo (en valor ab oluto) que v1 debe girar hacia v2 para que ambo 
vectores queden uperpue tos. 
Si denotamos con v al vector velocidad de P, cuando se desplaza sobre la 
cicloide, resulta que 
y como !Vtl = lv2l = r, resulta que v es la diagonal de un rombo y en 
consecuencia el ángulo entre v y v2 (con la misma convención anterior) es: 
1 1r a a i3 = 2(rr- a)= 2- 2' es decir que es el complemento del ángulo 2 . 
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Fig. 3 
Pero si recordamos que la medida de un ángulo inscripto en una cucun-
ferencia es igual a la mitad de la medida del ángulo central que intercepta el 
mismo arco, llegamos a la conclusión de que v tiene siempre la dirección de la 
recta que une a P con el punto B sobre C, diametralmente opuesto al punto de 
tangencia de C con R, lo cual nos da un método sencillo para dibujar la recta 
tangente a la cicloide en cada uno de sus puntos puesto que dicha recta tiene 
justamente la dirección del vector velocidad v. 
Fig. 4 
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¿Cuál es el módulo del vector v? Con los datos que ya tenemos es muy 
fácil de calcular: 
T 
r 
Fig. 5 
Q Q 
11" Q 
;3=---2 2 
h 
sena=-
T 
h r sena 2r sen2 cos 2 
Luego IVJ = --a- = --a- = a , esto es: JlvJ = 2.r.sen ~ 1· 
cos - cos - cos -
2 2 2 
Otro valor que estamos en condiciones de calcular fácilmente y que no 
será de utilidad más tarde, e el de la longitud de la cuerda que une P con B 
(cf. Fig. 4) B 
7r -a PB 
sen-- = long-2 2r 
- 71"-Q Q 
long PB = 2.r.sen-
2
- = 2.r. cos 2 
Fig. 6 
esto es: 
llong PB = 2.r. cos ~ (1) 
Queremos calcular ahora la longitud de un arco de cicloide. De hecho como 
el trabajo para realizar estos cálculos será el mismo obtendremos una fórmula 
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más general, que nos dará la longitud del arco comprendido entre los valore 
n0 y 1r del ángulo, cualquiera sea ao E [O, 1r) 
Fig. 7 
El primer problema consiste naturalmente en ponernos de acuerdo sobre qué 
entendemos por "longitud' de un arco de curva. Un método geométrico para 
llegar a una definición aceptable consiste en tomar un gran número de punto 
sobre el arco construir con ellos una poligonal y calcular su longitud (concepto 
ya conocido, pues se trata de sumar longitudes de segmeutos). Se repite luego 
este procedimiento, considerando en cada oportunidad un número mayor de 
puntos elegidos convenientemente sobre el arco y se define la longitud del mismo 
como aquel número al que se aproximan las longitudes de las poligonales. 
El lector reconocerá aquí el método utilizado para definir la longitud de una 
circunferencia como el valor al que aproximan las longitudes de los perímetro 
de polígonos regulares inscriptos en ella, cuando el número de lados crece in-
definidamente. 
Otro método, que será el que usaremos aquí, basado en las ideas 'mecánicas" 
de movimiento con que nos estamos manejando, consiste en considerar que la 
longitud de cada uno de esos pequeños pedazos en que el arco quedó dividido 
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por los puntos que sobre él se tomaron, es aproximadamente igual a la longitud 
de un segmento de recta, que es recorrido con velocidad constante, eligiendo, 
por ejemplo, la velocidad que el punto tenía en el extremo inicial de ese trozo 
del arco. 
!v(t)IAt 
~P(I+l>l) 
P( 1) 
Fig. 8a 
p ( 1) 
'(t+nót) 
P(t+(n -l)At] 
P(t + 3At) 
P(t+26t) 
hg. 8b 
La longitud del segmento será, naturalmente, igual a lii(t)! .~t y este valor 
será tomado como valor aproximado de la longitud del pequeño arco que une los 
puntos P (t) y P (t+~t). La suma de estos números nos dará una aproximación 
a la longitud del arco y de hecho, se definirá la longitud del arco, como el valor al 
que aproximan estos números cuando la cantidad de puntos que se han tomado, 
en forma conveniente, crece indefinidamente. 
Q . 
Recordemos que en nuestro caso t = a y liil = 2.r.sen2, de modo que SI 
consideramos los puntos sobre el arco que correspondan a los valores de t dado 
11"-Q 
por t = a 0 + j.~a con j = O, 1, 2 ... , n y ~a= --,es decir, tomamos n n 
puntos sobre el arco, que corresponden a n valores de t, o lo que es equivalente, 
de a, tales que la distancia entre un par de puntos sucesivos sea en todos los 
casos la misma. Las longitudes de cada uno de esos trozos de arco en que quedó 
dividido el arco de la cicloide inicial, estarán dados aproximadamente por lo 
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valores: 
a0 ao + ~a ao + 2.~a 2.r.sen2.~a; 2.r.sen 2 .~a· 2.r.sen 2 .~a;···; 
a0 + j.~a ao + n.~a 2.r.sen 
2 
.~a;···; 2.r.sen 
2 
.~a 
y la longitud del arco dado por la Fig. 7, será aproximadamente: 
[ 
ao ao + ~a ao + 2.~a ao + j.~a 
Lo:::::: 2.r.~a. sen 2 +sen 2 +sen 2 +···+sen 2 + 
ao + n.~a] 
· · · + sen --=-_:_
2
--
~ ao+j.~a 2.r.~a.¿_. sen 
2 j=O 
Para calcular esta suma recurriremos a nuestros conocimientos de trigono-
~a 
metría. Dividimos y multiplicamos todos los términos por sen 4 y usamos la 
fórmula trigonométrica que convierte el producto de dos valores de la función 
seno en una diferencia de cosenos y obtenemos: 
~ ao + j.~a ¿_.sen 2 j=O 
1 Ln ao + j.~a ~a _ 
" . sen . sen -
ua . 2 4 
sen- J=O 
4 
1 ~1 { [ao (2j -1)~a] _ ~a · L.. 2 · cos 2 + 4 
sen- J=O 
4 
- cos [-~o+ ~(2...:.)_· +_4_1-'-)~_a_J} 
Desarrollando esta última suma, se producen numerosas cancelacines, pues 
aparecen sumas y restas de términos iguales, que nos darán, si tenemos en 
cuenta que n.~a = 1r - ao: 
36 
~ ao+j.~a ¿_.sen 
2 ]=0 
1 . {cos (ao _ ~a) _ cos [ao + (2n + l)~o]} 
2.sen ~a 2 4 2 4 
4 
1 [ (ao ~a) (7r ~a)] 2.sen ~a . cos 2 - 4 - cos 2 + 4 
4 
1 [ (ao ~a) ~a] cos --- +sen-
2 ~a· 2 4 4 .sen-
4 
~Q 
Luego Lo:::::: 4.r. 1a. [cos (~o - ~a) +sen ~a] 
sen-
4 
i el número n, que nos da la cantidad de puntos tomados sobre el arco, crece 
indefinidamente ( n ~ oo ), entonces ~a decrece (~a ---+ O) y en consecuencia 
y 
~a 
sen- ---+ O 
4 
~a 
_ _:4!..,..__ ---+ 1 
A a 
sen-
4 
a o 
cos-
2 
Tal vez esta última afirmación resulte difícil de aceptar pero lo que sucede 
~a ~a · d b 1 · · d 1 h es que - y sen- t1en en am os a O con a IDisma rap1 ez o que ace que 4 4 
el cociente se aproxime a l. Para dar argumentos en favor de esta afirmación, 
37 
valores: 
a0 ao + ~a ao + 2.~a 2.r.sen2.~a; 2.r.sen 2 .~a· 2.r.sen 2 .~a;···; 
a0 + j.~a ao + n.~a 2.r.sen 
2 
.~a;···; 2.r.sen 
2 
.~a 
y la longitud del arco dado por la Fig. 7, será aproximadamente: 
[ 
ao ao + ~a ao + 2.~a ao + j.~a 
Lo:::::: 2.r.~a. sen 2 +sen 2 +sen 2 +···+sen 2 + 
ao + n.~a] 
· · · + sen --=-_:_
2
--
~ ao+j.~a 2.r.~a.¿_. sen 
2 j=O 
Para calcular esta suma recurriremos a nuestros conocimientos de trigono-
~a 
metría. Dividimos y multiplicamos todos los términos por sen 4 y usamos la 
fórmula trigonométrica que convierte el producto de dos valores de la función 
seno en una diferencia de cosenos y obtenemos: 
~ ao + j.~a ¿_.sen 2 j=O 
1 Ln ao + j.~a ~a _ 
" . sen . sen -
ua . 2 4 
sen- J=O 
4 
1 ~1 { [ao (2j -1)~a] _ ~a · L.. 2 · cos 2 + 4 
sen- J=O 
4 
- cos [-~o+ ~(2...:.)_· +_4_1-'-)~_a_J} 
Desarrollando esta última suma, se producen numerosas cancelacines, pues 
aparecen sumas y restas de términos iguales, que nos darán, si tenemos en 
cuenta que n.~a = 1r - ao: 
36 
~ ao+j.~a ¿_.sen 
2 ]=0 
1 . {cos (ao _ ~a) _ cos [ao + (2n + l)~o]} 
2.sen ~a 2 4 2 4 
4 
1 [ (ao ~a) (7r ~a)] 2.sen ~a . cos 2 - 4 - cos 2 + 4 
4 
1 [ (ao ~a) ~a] cos --- +sen-
2 ~a· 2 4 4 .sen-
4 
~Q 
Luego Lo:::::: 4.r. 1a. [cos (~o - ~a) +sen ~a] 
sen-
4 
i el número n, que nos da la cantidad de puntos tomados sobre el arco, crece 
indefinidamente ( n ~ oo ), entonces ~a decrece (~a ---+ O) y en consecuencia 
y 
~a 
sen- ---+ O 
4 
~a 
_ _:4!..,..__ ---+ 1 
A a 
sen-
4 
a o 
cos-
2 
Tal vez esta última afirmación resulte difícil de aceptar pero lo que sucede 
~a ~a · d b 1 · · d 1 h es que - y sen- t1en en am os a O con a IDisma rap1 ez o que ace que 4 4 
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37 
observemos la siguiente tabla de valores: 
~a 
0,100 
0,095 
0,090 
0,085 
0,0 o 
0,075 
0,070 
0,065 
0,060 
0,055 
o 050 
0,045 
0,040 
0,035 
0,030 
0,025 
0,020 
0,015 
0,010 
0,005 
..la 
4 
0,02500 
0,02375 
0,02250 
0,02125 
0,02000 
0,01875 
0,0 1750 
0,0 1625 
0,0 1500 
0,01375 
0,01250 
0,0 1125 
0,00100 
0,00875 
0,00750 
0,00625 
0,00500 
0,00375 
0,00250 
0,00125 
~a 
sen-
4 
o 0249974 
0,0237477 
0,02249 1 
0,02124 4 
0,01999 6 
0,01 749 
0,0174991 
0,016492 
0,0149994 
0,0137495 
0,0124996 
0,0124976 
0,00999 3 
0,008749 
0,0074999 
0,0062499 
0,0049999 
0,0037499 
0,0024999 
0,0012499 
~a 
4 
~a 
sen-
4 
1,000104 
1,000094 
1,0000 4 
1,000075 
1,000067 
1,000059 
1,000051 
1,000044 
1,00003 
1,000031 
1,000026 
1,000021 
1,000017 
1,000013 
1,000009 
1,000007 
1,000004 
1,000002 
1,000001 
1,000000 
Observemos que el último resultado que aparecen en esta tabla no significa que el 
cociente de los valores que aparecen en las dos columnas anteriores sea exactamente l. 
sino que los dos valores son tan próximos que su cociente difiere de 1 en un número cuyas 
cifras decimales significativas recién aparecerán después del séptimo lugar y nuestra 
3 
calculadora no pudo registrarlas. 
t; na demostración riguro a e puede dar partiendo de la desigualdad 
sen u :s; u :s; tgu , 
que vale para todo u E [O,~), como se desprende de la Fig. 9, 
tg 11 
Fig. 9 
7r u 1 
Pues entonces se tiene que para O < u < - es· 1 < -- < --2 ' · - sen u - cos u · 
La expresión de la derecha se aproxima a 1 cuando u toma valores cada vez 
más próximos a O, lo que confirma que ~ - 1 cuando u - O. 
sen u 
Esto nos lleva a aceptar que la longitud del arco de la cicloide entre lo 
valore a0 y 1r (Fig. 7) está dada por el valor 
1 Lo= 4.7r.cos T 1 (2) 
El lector familiarizado con el cálculo diferencial e integral observará que lo 
que hemos calculado es: 
Lo= f"¡v(a)Jda = f"2.r.sen~da= l ao l ao 
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0,090 
0,085 
0,0 o 
0,075 
0,070 
0,065 
0,060 
0,055 
o 050 
0,045 
0,040 
0,035 
0,030 
0,025 
0,020 
0,015 
0,010 
0,005 
..la 
4 
0,02500 
0,02375 
0,02250 
0,02125 
0,02000 
0,01875 
0,0 1750 
0,0 1625 
0,0 1500 
0,01375 
0,01250 
0,0 1125 
0,00100 
0,00875 
0,00750 
0,00625 
0,00500 
0,00375 
0,00250 
0,00125 
~a 
sen-
4 
o 0249974 
0,0237477 
0,02249 1 
0,02124 4 
0,01999 6 
0,01 749 
0,0174991 
0,016492 
0,0149994 
0,0137495 
0,0124996 
0,0124976 
0,00999 3 
0,008749 
0,0074999 
0,0062499 
0,0049999 
0,0037499 
0,0024999 
0,0012499 
~a 
4 
~a 
sen-
4 
1,000104 
1,000094 
1,0000 4 
1,000075 
1,000067 
1,000059 
1,000051 
1,000044 
1,00003 
1,000031 
1,000026 
1,000021 
1,000017 
1,000013 
1,000009 
1,000007 
1,000004 
1,000002 
1,000001 
1,000000 
Observemos que el último resultado que aparecen en esta tabla no significa que el 
cociente de los valores que aparecen en las dos columnas anteriores sea exactamente l. 
sino que los dos valores son tan próximos que su cociente difiere de 1 en un número cuyas 
cifras decimales significativas recién aparecerán después del séptimo lugar y nuestra 
3 
calculadora no pudo registrarlas. 
t; na demostración riguro a e puede dar partiendo de la desigualdad 
sen u :s; u :s; tgu , 
que vale para todo u E [O,~), como se desprende de la Fig. 9, 
tg 11 
Fig. 9 
7r u 1 
Pues entonces se tiene que para O < u < - es· 1 < -- < --2 ' · - sen u - cos u · 
La expresión de la derecha se aproxima a 1 cuando u toma valores cada vez 
más próximos a O, lo que confirma que ~ - 1 cuando u - O. 
sen u 
Esto nos lleva a aceptar que la longitud del arco de la cicloide entre lo 
valore a0 y 1r (Fig. 7) está dada por el valor 
1 Lo= 4.7r.cos T 1 (2) 
El lector familiarizado con el cálculo diferencial e integral observará que lo 
que hemos calculado es: 
Lo= f"¡v(a)Jda = f"2.r.sen~da= l ao l ao 
39 
=- -4.r. cos ~~7f = 4.r. cos a
2
° 
2 ao 
En particular, si ao = O obtenemos la longitud de medio arco de la cicloide: 
Lm = 4.r 
de donde se deduce que: 
La longitud de un arco completo de la cicloide es igual a 8 vece el radio de la 
circunferencia que la genera: L = .r. 
Para finalizar, queremos señalar una interesante consecuencia de los resulta-
dos obtenidos. Comparando las fórmulas (1) y (2), observamos que la longitud 
del arco de cicloide desde a 0 a 1r es igual a 2 veces la longitud de la cuerda 
PB. Es decir que si prolongamo el segmento PB agregándole el segmento BP' 
de igual longitud resulta que la longitud de PP' es igual a la longitud del arco 
de cicloide desde P hasta C. Pero el punto P' también pertenece a una cicloide, 
como lo muestra la Fig. 10 pues la longitud del arco BSP' sobre la circunfe-
rencia C' es igual a la longitud del segmento B (como si la circunferencia C' 
se desplazase sobre la recta R', rodando hacia la izquierda, comenzando desde 
el punto C). 
40 
e %' 
o 
Fig. 10 
Más aún, el lector podrá comprobar fácilmente que el segmento PP' es normal 
(perpendicular) a esta segunda cicloide en P'; calculando simplemente el ángulo 
que forma la recta tangente en P' con la horizontal. Es decir que la cicloide 
inferior es la envolvente de la familia de rectas normales a la cicloide superior. 
Una curva tal es llamada una evoluta, de modo que llegamos a la conclusión de 
que la e voluta de una cicloide es una cicloide similar, desplazada. Si completa-
mos en forma simétrica la Fig. 10 y la dibujamos en forma invertida obtenemo 
la siguiente figura. o 
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Más aún, el lector podrá comprobar fácilmente que el segmento PP' es normal 
(perpendicular) a esta segunda cicloide en P'; calculando simplemente el ángulo 
que forma la recta tangente en P' con la horizontal. Es decir que la cicloide 
inferior es la envolvente de la familia de rectas normales a la cicloide superior. 
Una curva tal es llamada una evoluta, de modo que llegamos a la conclusión de 
que la e voluta de una cicloide es una cicloide similar, desplazada. Si completa-
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41 
Resulta así que la suma de la longitud del arco OP; más la longitud del 
segmento P,Q, es constante, cualquiera sea i. Esta propiedad permitió a Huy-
gens diseñar un reloj de péndulo cuyo período de oscilación no variara con la 
amplitud. 
... Pero eso es otra historia. 
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Biografía 1 (Edouard Lucas 1842-1881) 
Edouard Lucas nació en 1 42, en Amiens, al norte de Francia. Después 
de cursar la Escuela Politécnica y la Escuela ormal fue nombrado en 1 64 
astrónomo adjunto del Observatorio de París y luego, profesor de matemática 
en los liceo Saint Louis y Charlemagne. "Aunque fuese un experto en las 
matemáticas superiores de su época su verdadera pasión fue la Aritmética. Su 
Teoría de números (primera parte, 1 91), por desgracia totalmente agotada, e 
un libro fascinante. 
Publicó más de doscientas memorias en revistas científicas, estableció una 
fecunda amistad con mucho matemáticos de su país y del extranjero, fue 
vicepre idente de la Sociedad Matemática de Francia. En el campo recre-
ativo. Lucas fue el gran animador de de su época, autor de artículos y libros, 
asiduo corresponsal con matemáticos profesionales y con aficionados, inventor 
de rompecabezas ingeniosos (como la Torre de Hanoi). 
n número como el 12 se dice abundante porque la suma de sus divisores 
propios supera al mismo número (1+2+3+4+6=16). Son abundantes también 
el 1 , el 24, el 30. Al ver cómo se van dando estos valores es tentador pre-
guntarse si acaso existirá un abundante impar. La pregunta ya se la hacían en 
la antigua Grecia, y por muchos siglos se creyó que no existía ningún impar 
abundante. Hasta que en 1509 Charles de Bouvelles dio con el 45045, cuyo 
divisores suman 59797. Quedaba la duda de si no habría otro menor. Cuatro-
cientos años después, en 1 91. Lucas probó que el 945, cuyos divisores suman 
975 es el menor abundante impar. 
na importante contribución de E. Lucas fue en la teoria de números pri-
mos. Establecer si un número grande, es o no primo, fue y sigue siendo un 
1 El Laberinto y otros juegos Matemáticos. 1991 Juegos & Co., Bs. As. 1991 Zugarto 
Ediciones, Madrid. 
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